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概 要： 

高等学校新学習指導要領ではベクトルが数学 C に設置された．このような基礎的な概念は本来であれ

ば数学Ⅰから取り扱うべきと考えるが，数学 C に置かれるのであれば，従来の内容をより豊かにするた

めに，物理学との関連も意図しながら教授内容を改善すべきと考える．本稿では，学校数学においてベ

クトルの幾何学的な内容を充実させるために内積と外積とを融合した幾何積の導入について考察する． 
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１ はじめに 

現行の学習指導要領では，ベクトルは数学Bで

扱われている．しかし，次期学習指導要領（2018

告示）ではベクトルが数学Cに設置されることに

なった．このことは，この年代の生徒が高校時代

にベクトルを履修する割合が確実に減ると思われ

る．形式的には数学Bと数学Cの履修順序はない

ので数学Cを2学年に設置することも可能である

が，あまり現実的ではない．この改訂は高等学校

数学において大きな変化である．そして，今後の

大学初年級の数学のカリキュラム（線型代数）に

も大きな影響を与えることは必至である． 

本稿では，学習指導要領の改訂を機会に，わが

国における明治以来のベクトルの学校数学での扱

いを「積」に着目して考察する． 

 

2 明治以降の数学（ベクトルの視点から） 

明治以降の学校数学では，明治 19 年に菊地大

麓（1855-1917）の「数理釈義」が重要である．こ

れはクリフォード(William Kingdon Clifford)の

原案とする “Common Sense of the Exact 

Sciences”を翻訳したもので，この第四編にヴェク

トルがある．特に興味深いことはベクトルの積の

導入が外積から内積の順序であることと，内積の

定義が立体の体積としているところである． 

・ベクトルの積① 

 二つのベクトル AP，AQ の積 AP.AQ を，AP

とAQを二辺とする平行四辺形の符号付面積と定

義する．  

・ベクトルの積② 

 底面 S 上の点 A に対し垂直なベクトル𝐀𝐏を考

える．S の面積を|𝐀𝐏|とし，𝐀𝐏となす角θをも

つベクトル𝐀𝐐を考え，点A が S の各点を通り，

𝐀𝐐が常に自己に平行に動いてできる立体（斜円柱）

の体積を𝐀𝐏. 𝐀𝐐と定義する． 

また，第二次世界大戦前では旧制中学校や旧制

高等学校の「普通教育」においては「純粋数学」

に重きがおかれたため，力学や電磁気学のための

数学と考えられていたベクトルはあまり系統立て

て扱われなかった． 

 

3 新制高等学校での学習指導要領の変遷 

戦後，ベクトルが本格的に扱われたのは昭和 35

年（1960年）改訂からである．このとき「数学Ⅱ

B」および「応用数学」で扱われるようになり，現

在に至っている．ただ，現在の高等学校数学にお

いてベクトルでは外積は扱わず，代数的側面が強

く，次元に依存しない特性をもつにもかかわらず

平面幾何の扱いが中心であり，物理への応用に関

する記述は皆無である． 

〇1960年（昭和 35年）改訂： 

数学ⅡB（5）（ベクトル），応用数学（6）． 

数ⅡB：平面ベクトル（空間ベクトルは参考扱

い）．応用数学では，外積まで取り扱っていた． 

〇1978年（昭和 53年）改訂： 

代数・幾何（3）（ベクトル）． 

代数・幾何：平面ベクトル，空間ベクトル（3次 

元での直線・平面の方程式，ベクトル方程式）は
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別の章立て．この時期のベクトルのカリキュラム

はかなり内容豊富であった． 

 

4 外積について 

わが国の高等学校数学から消えた「外積」を「歴

史的」な視点や「自然な定義」の視点から再考す

ることは意義のあることだと考える． 

4-1 複素数とハミルトンの四元数 

ハミルトン(William Rowan Hamilton)は複素

数a0 + a1𝒊の発展として，四元数  a0 + a1𝒊 +

a2𝒋 + a3𝒌 を発見した(1843年), ai ∈ 𝑅. 

実際には複素数が， 

実部 a0： 虚部：a1𝒊 

の形式和で表されるように四元数を， 

   スカラー部 a0：ベクトル部：a1𝒊 + a2𝒋 + a3𝒌 

の形式和で表わした．  

4-2 四元数の乗積法から内積・外積へ 

 四元数のベクトル部による乗法は，二つの四元

数を i，j，kをそれぞれ基本ベクトルとして， 

𝐪𝐚 = a0 + a1𝒊 + a2𝒋 + a3𝒌, 𝐪𝐛 = b0 + b1𝒊 + b2𝒋 + b3𝒌  

とすれば，二つの四元数のベクトル部の積は，a0 =

b0 = 0 の場合と考えられるので， 

 (a1𝒊 + a2𝒋 + a3𝒌)(b1𝒊 + b2𝒋 + b3𝒌) 

  =  −(a1b1 + a2b2 + a3b3)  

+(a2b3 − a3b2 ) 𝒊 + (a3b1 − a1b3 ) 𝒋 + 

  (a1b2 − a2b1 ) 𝒌・・・（*） 

となり，これをスカラー部とベクトル部に別ける

と，ベクトルの内積と外積の定義式がここに現れ

る．歴史的にはマクスウェル (James Clerk 

Maxwell )が好んで使用したにも関わらずギブス

(Josiah Willard Gibbs)やヘビサイド (Oliver 

Heaviside)らにより内積・外積を分離したベクト

ル解析が主流となって現代に至っている． 

 

5 ベクトルの自然な積としての幾何積 

この四元数を一般化した幾何積として引き継い

だのはクリフォードである．彼が取り組んだクリ

フォード代数は複雑すぎて一般には広まることは

なかったが，これを現代的に復活させたのは米国

の物理学はヘステネス（David Hestenes）である．

彼はベクトルの「幾何学的側面」に注目して体系

を整える．ここでは，3次元空間で考える． 

定義：Oriented lengthを v（有向線分）とする． 

定義：Oriented areaをB（有向面分）とする． 

定義：Oriented solidをT（有向立体）とする． 

それぞれは，R3内の 1，2，3次元のベクトル空

間をなすが，ここでは，内積を備えたR3に対して

幾何代数（Geometric Algebra）G3の構成（8次元

ベクトル空間）を考える．一般にRn に対してGn

（2n次元）を構成できる． 

定義：空間G3は次の形から構成される． 

         M = s + v + B + T． 

 すなわち，G3の元は s：スカラー（0-ベクトル），

v：ベクトル（1-ベクトル），B：2-ベクトル，T：

3-ベクトルの形式的な和からなる空間である．す

ると，G3ベクトル空間をなすことは明らかとなる． 

そして，この体系で次のような積（幾何積）を定

義する． 

定義：幾何積 

u, vを 1-ベクトルとするときに， 

     uv：= u・v + u∧v . 

 この定義はハミルトンの四元数における積（*）

に酷似している． 

 

6 幾何積から一般化された複素数へ 

さらに，「一般化された複素数」を次のように考

える．幾何学的には複素数を回転に対応させたも

のである．ここではまず単位擬スカラーを次のよ

うに定義する．まず，R2で考える． 

定義：単位擬スカラー（The unit pseudoscalar） 

e1, e2 をR2の正規直交基底とするとG2の基底は， 

     1, e1, e2, e1e2 = e1∧e2 

となるが，このとき，2-ベクトル 

i：= e1e2 = e1∧e2 

を有向平面の単位擬スカラーとよぶ． 

 ここで，単位擬スカラーi（2-ベクトル）は平面も

意味するし，“iθ”と表現した場合は平面 i 内で

のθの大きさをもつ「角」ともとらえることがで

きる．“iθ”とすることで，存在平面と大きさとを

一度に表現することができるのである．そこで， 

定義：eiθ (eは自然対数の底) 

eiθ：= cosθ＋i sinθ= cosθ＋e1∧e2 sinθ (**) 

とすると，複素数 eiθの幾何学的表現は，半径１の

円周上における向き付けられた弧（有向弧）すな

わち「反時計回りの回転」とになる．そこで「一

般化された複素数」を次のように定義する． 

定義：一般化された複素数 

 u, v をベクトルとし，iθを u から v の角とす

る．ここで，r =|u||v|, a = r cosθ，b = r sinθ

とする．このとき， 



 

      uv = r eiθ= a + b i 

を「一般化された複素数（Generalized Complex 

Number）」という．これは， 

        uv = u・v + u∧v 

           =|u||v|cosθ +|u||v|i sinθ 

           = r ( cosθ＋i sinθ) 

が成り立つからである．すなわち，幾何積はオイ

ラーの公式そのものとして扱うことができるとい

う点でベクトルにとって自然な積を定義している． 

 

7 幾何積の高校数学への応用例 

次にいくつかの例を元に，高等学校数学との関

連について述べる． 

7-1 正弦定理・余弦定理 

 

従来 
sin 𝛼

𝑎
=

sin 𝛽

𝑏
=

sin 𝛾

𝑐
， 𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos 𝛾. 

幾何積 |b∧c| = |c∧a| = |a∧b|， ( a + b )2 = c2 . 

7-2 加法定理 

sin( 𝛼 + 𝛽) = sin 𝛼 cos 𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽 

は（**）式が実現する． 

7-3 直線のベクトル方程式は 

(𝐱 − 𝛂) ∧ 𝐮 = 0 

と表現できる． 

7-4 射影，反射影，鏡映，回転 

 ベクトルxの方向ベクトルaの直線に対する射

影，反射影，鏡映は順に,次のように記述できる． 

𝐱 ∥= (𝐱 ∙ 𝐚)𝒂−𝟏, 𝐱 ⊥= (𝐱⋀𝐚)𝒂−𝟏, 𝐱 ⊺= 𝐚𝐱𝒂−𝟏 . 

 

 

 

 

 

ベクトルxの法線ベクトルnの平面に対する射

影，反射影，鏡映は次のように記述できる． 

𝐱 ∥= (𝐱 ∧ 𝐧)𝒏−𝟏, 𝐱 ⊥= (𝐱 ∙ 𝐧)𝒏−𝟏, 𝐱 ⊺= −𝐧𝐱𝒏−𝟏. 

回転は鏡映の繰返しで次のように記述できる． 

 

𝒗 = 𝑹𝒊𝜽(𝐮) = 𝑒−𝒊𝜃/2𝐮 𝑒𝒊𝜃/2  

 

8 物理への応用（等加速度運動：斜方投射） 

rを位置，vを速度，v0を初速度，gを重力加速

度とするとき，ベクトルの式として， 

r = vo𝑡 +
1

2
g 𝑡2,  𝐯 = vo + g 𝑡 より 

 v + vo =
2𝐫

t
,  v − vo = 𝐠 t ． 

上式を幾何積で計算すると， 

(v + vo)(v − vo) = 𝟐𝒓𝐠 より 

(𝒗𝟐 − 𝒗𝟎
𝟐) + 2 v ^ vo = 𝟐(𝒓 ⋅ 𝐠 + 𝒓 ∧ 𝐠)． 

スカラー部と 2⁻ベクトル部を比較し，さらに rを

水平（地上）にとると， 

𝐫 ∙ 𝐠 = 0 → 𝒗𝟐 = 𝒗𝟎
𝟐 ， 

|v ^ vo| = | 𝒓 ∧ 𝐠 | = 𝑟g． 

これは， 𝑣0
2 sin 2𝜃 = 𝑟g → r =

𝑣0
2

g
 sin 2𝜃 と水平

距離を求める公式を得ることができる（θは投げ

上げ角：2θはv，voのなす角）． 

 

9 おわりに 

 ベクトルの「自然な積」としての幾何積を考察

してきたが，学校数学への具体的な適用について

は今後の課題である．また，幾何代数をサポート

するコンピュータソフトウエアも開発されており

その活用に関しても引き続き課題とする． 
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